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微分几何定理条件辨析的教学设计微分几何定理条件辨析的教学设计
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摘  要摘  要： 理解微分几何定理，需要说明条件在哪里使用，以及改变条件后结论是否成立。围
绕零挠率与平面曲线、正交坐标与曲率线、测地线与最短路三个案例，设计条件辨析、反例构造
和命题修正任务，分别讨论几何量的定义域、命题与逆命题、局部性质与整体结论。各案例均给
出反例的构造依据和修正命题的证明，并配以分层提示、迁移练习和作业评价标准。教学设计将
学生对条件的解释与具体推理相联系，使定理的适用范围成为可以讨论、验证和评价的学习内容。
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0 引言0 引言

“挠率为零的曲线是平面曲线”、“两族
曲率线相互正交”、“测地线是最短路”，这
些便于记忆的说法，省略了各自成立的条件。
学生即使能够复述定理，也未必能说明挠率在
哪些点有定义、主方向为何正交，以及测地线
段在何种范围内最短。定理教学不能止于结论
和证明的复现，还需引导学生说明每项条件承
担的作用，并据此判断定理能否用于新的情境。

已有研究为此提供了启发。吴亚东 [1] 讨论
了微分几何教学中的概念理解、计算和图形思
考；张修道 [2] 介绍了反例在数学分析教学中的
应用。谷龙江等 [3] 通过有理数集中的反例解释
实数的连续性，徐东荣等 [4] 围绕一致连续定义
的变式开展逻辑辨析。Zazkis 和 Chernoff[5] 则指
出，反例的说服力与学习者已有的例子经验有
关。可见，反例教学已有方法基础，仍需结合
课程内容说明例子如何选取、学生需要完成哪
些推理。

本文选取上述三个案例，将条件辨析安排
在相关定理的学习之后。三个案例依次涉及命
题是否有意义、逆命题是否成立、结论能否扩
大范围，辨析的侧重点各有不同。所用数学知
识属于教材的通常内容 [6][7]，本文着重说明如何
据此设计任务，使学生在核查对象、验证反例
和修正命题的过程中交代判断依据。

1 条件辨析的组织方式1 条件辨析的组织方式

开展辨析之前，先约定研究对象。例如，
讨论正则曲线的曲率条件能否删除，反例本身
仍须正则；若构造的曲线在拼接点不正则，就
没有回答原来的问题。教师可以让学生在定理
证明旁标注条件的使用位置：某个条件保证几
何量有定义，还是用于推导一个等式，抑或限
制结论的适用范围？这些问题比笼统地要求“注
意定理条件”更容易落实。

课堂上宜先改变一个因素，让学生独立判
断，再讨论理由。结论可能失效，也可能仍然
成立；后一种情况同样需要证明，不能预设每

次改变条件都应找到反例。对于失效的命题，
可以补充假设，也可以减弱结论或缩小范围。
每次讨论保留首次判断、计算草稿和最终表述，
要求学生指出修改之处，并回到原证明，说明
哪一步失去依据、修正后怎样继续推理。

还应区分反驳与修正所需的证据。一个反
例只能否定它所针对的命题，不能据此断言原
定理的每个条件都不可删除。补上某项假设后，
原反例不再适用，也不等于新命题已获证明。
学生必须回到定义或原有论证，解释补充的条
件怎样使推理成立。

2 三个案例及其教学处理2 三个案例及其教学处理

2.1 零挠率判据中的非零曲率条件2.1 零挠率判据中的非零曲率条件

设 为 区 间 J 上 的 C3 正 则 曲
线， 以 弧 长 s 为 参 数， 曲 率 k>0。 记 单 位 切
向 量、 主 法 向 量 和 次 法 向 量 为 T,N,B， 挠 率
为 。 由 Frenet 公 式 ， 若 ， 则
B 在 区 间 上 为 常 向 量 B0。 取 定 后， 有

， 故 曲 线 包 含
于一个平面。

先删除弧长参数要求。由于正则曲线可以
重新用弧长参数化，上述几何结论仍成立。弧
长参数方便了证明，却不是平面性的必要前提。
再考察曲率可能为零的情形。对一般参数，挠
率公式为

其中撇号表示对 t 求导。曲率为零时，分
母为零，通常的挠率没有定义，不能把分子为
零解释为挠率为零。因而先将问题改写为有意
义的命题：若 C3 正则曲线满足
，是否必为平面曲线？

反例可由两个不同平面内的曲线段拼接而
成。令

两侧在原点的前三阶导数一致，故曲线为
C3；第一分量的导数恒为 1，故处处正则。当时
t>0，； 当 t <0 时，该叉积
为（0,-12t2,0）。两侧曲率均非零，且行列式为
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零；在原点， ，行列式仍为零。
整条曲线却不在同一平面内。若其包含于

ax+by+cz=d， 由 得 d=0。 代 入 t>0 的
部分， 推出 a=b=0；代入 t <0 的部
分又得 c =0，与平面法向量非零矛盾。几何上，
右侧的次法向量为 (0,0,1)，左侧为 (0,-1,0)；曲
率为零的拼接点，使两侧所在平面可以不同。

由此得到两种修正：补充曲率处处非零
的条件，可以恢复整条曲线的平面性；若允
许曲率为零，则同一证明只能保证，在集合

的每个连通分支上，曲线分别位于
某个平面内，不能断定各平面相同。

教学时可先提示“在两个平面内拼接”，
让学生选择函数，再核查可微阶数。若把 t4 换
成 t2，两侧二阶导数便不能接合，不满足 C3 要求。
两种构造的差别应由学生逐项验证：曲线不在
同一平面内，并不足以反驳命题；它还须满足
正则性、可微性和行列式恒为零等假设。

也可以要求学生找出更多符合要求的幂次。
将 t4 换 t2 成，整数 m ≥ 4 时仍可得到同类反例。
这样，学生需要解释选择函数的理由，而不只
是记住给定的参数式。

2.2 正交坐标与曲率线坐标的区别2.2 正交坐标与曲率线坐标的区别

设 r（u,v）为无脐点的正则曲面片，取单
位法向量 n，形算子为 S=-dn。记第一基本形
式的系数为 E,F,G，第二基本形式的系数为 e,f,g，
其 中 ， 。
若两族坐标曲线均为曲率线，则两个坐标方向
是对应不同主曲率的特征方向，由 S 的自伴性
可得 F=0。逆命题是否成立？

反例无需寻找复杂曲面，只需改变圆柱的
坐标。取单位圆柱 ，作变
换

在充分小的参数矩形内， 是
正则曲面片。选取内法向后，计算得 E=G=1、
F=1，而 。于是
，不平行于 rp；Srq 也不平行于 rq。两族坐标曲
线虽然正交，却都不是曲率线。

正确的修正是：在无脐点的曲面片上，两
族坐标曲线均为曲率线，当且仅当 F=f=0。当
F=f=0 时，由第二基本形式与形算子的关系可
得 、 ，故两个坐标方
向均为主方向。反之，曲率线坐标给出 F=0，
再由 得 。这个证明也说明
了两个零条件的区别：F=0 保证正交，f=0 在此
前提下保证形算子保持坐标方向。

讨论时可把原命题与逆命题并列写出，要
求学生指出推理方向改变后缺少了什么。圆柱
的形状没有改变，正交性也没有丢失，改变的
是坐标方向与主方向的关系。计算之后应回到
这一几何解释，说明为何仅检验第一基本形式
不足以判定曲率线。

无脐点条件可以留作追问。在球面上，形
算子是恒等算子的倍数，每个切方向都是主方
向；按切向量为主方向的标准，非正交坐标曲
线同样满足要求。因而“主方向正交”的论证
必须说明两个主曲率不同，也须明确教材对脐
点处曲率线的约定。

2.3 测地线最短性质的适用范围2.3 测地线最短性质的适用范围

对曲面上的单位速度曲线，测地线条件等
价于其加速度没有曲面切向分量。它是一项微
分条件，不能直接保证任意长的曲线段都实现
端点间距离。以单位球面的大圆为例，取

其 中 。 有 且
，故加速度沿球面法向， 是长度为 L 的测
地 线 段。 另 一 段 大 圆 弧
， ， 具 有 相 同 端 点， 长 度 却 为

。这就否定了“任意测地线段都是最
短路”的说法。

修正时不宜只补上“局部”二字。一般
曲面的准确结论是：测地线上每一点附近，
都有足够短的子段实现其端点间的曲面内距
离 [7]。单位球面上还能作出更细的判断：对于

的大圆弧， 时为唯一最短轨迹，
时最短但不唯一， 时不最短。这里

的唯一性不区分同一轨迹的重新参数化。
上述分界可从长度下界看出。固定起点

P，对连接 P,Q 的分段光滑球面曲线 c，令
为 c 与 P 的 夹 角。 由 ， 在 非 极 点 处 有

，积分并在极点处取极限，得到曲线
长度不小于 。短大圆弧达到等号；
两点不对径时，等号要求沿同一经线方向单调
前进，故最短轨迹唯一；两点对径时，各条大
圆半圆均达到等号。

本例可用改变弧长的方式组织讨论。要求
学生分别回答“是否为测地线”“是否最短”“最
短路是否唯一”，并在每次判断后给出依据。
大圆不变而答案随弧长改变，能够凸显微分条
件、长度比较和唯一性是三个不同问题。

3 课堂安排与学习评价3 课堂安排与学习评价

三个案例宜分散安排在相应章节之后，每
例可用一课时讨论。先让学生独立判断并写下
理由，再回看原证明，随后分组尝试构造和验证，
最后独立修订命题。构造环节可依学情调整时
长，但应留出时间核查反例的全部假设。课前
只复习必要定义，不提前给出反例，以保留学
生提出和检验猜想的机会。

学生基础不同，提示也应有所区别。对构
造困难的学生，可给出分段曲线或圆柱参数式，
让其完成验证；对已有思路的学生，只提示拼
接或坐标旋转；对完成较快的学生，再要求改
变参数，判断构造仍然有效的范围。共同要求
是写清对象满足哪些条件、哪项结论失效，以
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及修正后的命题如何证明。
评价不宜只看最终判断。可以分别记录四

方面表现：是否核查条件和定义域，是否完整
验证反例，是否准确修正命题，是否解释原推
理失效之处。以第一个案例为例，“原点挠率
等于零”属于概念错误；知道挠率无定义却没
有核查拼接处可微性，属于验证不完整；说明
两侧次法向量为何可以不同，才涉及原证明失
效的原因。批注应指出错误所在，并要求学生
补足相应论证。

首次作业与修订稿应使用同一组标准，并
记录教师提供了哪些提示。若学生只能在给定
参数式后完成计算，应与独立构造反例的表现
分别记录；小组讨论形成的答案，也须通过个
人说明核实。评价由此关注学生实际完成了哪
些推理。

课后应设置未直接讲解过的任务。将圆柱
坐标变换改为

其中 a 为常数，仍取内法向。学生可算出
E =G =1、F =0、f=sinαcosα。这些坐标始终正交，
仅当 α 为 π/2 的整数倍时才是曲率线坐标。作
业须说明为何正交性不随旋转角改变，以及哪
些旋转使坐标方向重新成为主方向。

另一道迁移题是：“连通正则曲面满足
，是否包含于一个平面？再加 呢？”

这里 K,H 分别为高斯曲率和平均曲率。圆柱
否定前一命题；增加条件后，由主曲率满足看
k1k2=0、k1+k2=0 得 k1=k2=0，故形算子为零。每
个连通坐标片上的法向量为常向量，该片包含
于一个平面；相交坐标片的平面相同，再由连
通性得到整体结论。这道题把寻找反例和补充
条件后的证明放在一起，也要求学生交代从局
部到整体的理由。

实施时应保存讨论前后的个人作业，并在
一至两周后安排迁移题。比较重点是学生解释
条件、验证对象和修正表述的变化，以区分例
子记忆与方法运用。后续研究还需报告参与人
数、测试题目、评分依据与缺交情况。单班前
后测受到重复练习和后续教学的影响，可以描
述学习变化，但尚不足以确定这一教学安排的
独立效果。

4 结语4 结语

定理条件辨析可以从本科课程中的常见对
象展开。拼接曲线说明挠率的定义限制，圆柱
坐标变换揭示正交性不足以确定主方向，球面
大圆区分局部最短、整体最短与唯一性。三个
案例都把反例验证与命题修正联系起来，要求
学生对每一次判断给出理由。本文提供的是教
学设计及其数学依据，学习效果仍需结合实际
作业和迁移表现检验。
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